MPSI 2- FÉNELON - année 2016 - 2017

DEVOIR SURVEILLÉ DE MATHS N°4

Toutes calculatrices autorisées.

I) Vérification de l’assimilation du DS 3 (sur 12).

1) On suppose connu que la racine carrée de tout entier naturel qui n’est pas un carré est un nombre irrationnel.


a) Soit 
[image: image1.wmf]a

 un irrationnel. Montrer que si a et b entiers vérifient 
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, alors a et b sont nuls.


b) Montrer que si a,b,c entiers vérifient 
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, alors a,b,c sont nuls.


c) Étudier l’injectivité de l’application : 
[image: image4.wmf](
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d) Etudier sa surjectivité.

2) Etudier la branche infinie quand la variable tend vers plus l’infini de 
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(on ne demande pas de tracer).

II) Balade dans les sommes d’
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 (sur 32).

1) (question de cours) Montrer que si a et b sont positifs, alors 
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2) Simplifier 
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)

arctan1arctan

kk

+-

 pour k entier naturel et en déduire que 
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, ce que l’on peut écrire 
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3) Simplifier 
[image: image11.wmf](
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 et en déduire une belle somme infinie similaire à celle de 2).

4) Déterminer l’ensemble de définition de 
[image: image12.wmf](
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, et prolonger par continuité aux bornes.

5) Simplifier 
[image: image13.wmf](
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 par la méthode consistant à poser 
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 , à exprimer x en fonction de 
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, à simplifier, et à réexprimer 
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 en fonction de x.

6) Simplifier de nouveau 
[image: image17.wmf](
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 par la méthode de la dérivée.

7) En déduire que 
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8) Montrer que 
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[image: image21.wmf]1

1

n

k

n

kn

=

³

å

 ; en déduire que 
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9) On pose 
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)

2

1

arctan

x

gx

x

-

=

 ; montrer que pour x positif, 
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 (on pourra utiliser 
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) . En déduire sa valeur pour x négatif. Tracer la courbe de g en indiquant la méthode.

III) La fonction sécante hyperbolique et sa réciproque (sur 19).

1) Étudier la fonction f définie par f(x) =1/ch(x) (ensemble de définition, ensemble d’étude, dérivée, variations, tracé).

2) Déterminer et tracer avec sa tangente le point d’inflexion d’abscisse positive de la courbe de f, c’est-à-dire le point de coordonnée 
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 tels qu’en x0 la dérivée seconde de f s’annule en changeant de signe.

On devra trouver : 
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3) Montrer que la restriction de la fonction f à [0, +∞[ possède une fonction réciproque, que l’on notera 
[image: image30.wmf]1
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. Quels sont ses ensembles de définition, de continuité, et de dérivabilité ? Tracer la courbe de la fonction 
[image: image31.wmf]1
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 dans la figure du 1).

 4) Calculer 
[image: image32.wmf](
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 en fonction d’y en utilisant la formule de dérivation d’une fonction réciproque et en simplifiant au maximum.

 5) On note argch la fonction réciproque de la restriction de la fonction ch à [0, +∞[. Calculer 
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 à l’aide de cette fonction.

6) Soit 
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 ; calculer 
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en fonction d’y, puis, en utilisant la relation 
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, exprimer x en fonction d’y. 

En déduire pour 
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f

yD

-

Î

 une expression de 
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 à l’aide de la fonction ln. Calculer de nouveau 
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 en utilisant cette expression.

7) Plus généralement, soit f une fonction strictement monotone et ne s’annulant jamais sur un intervalle I, dérivable sur I, dont la dérivée ne s’annule jamais. Soit g la fonction définie par 
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 et J l’image de I par g.

On demande, pour x dans J, d’exprimer 
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IV) Géométrie (sur 20).

On se donne dans l’espace rapporté à un repère cartésien , les droites D et D’ d’équations cartésiennes respectives 
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. On demande :

1) Un point A et un vecteur 
[image: image49.wmf]u
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 de D, un point A’ et un vecteur 
[image: image50.wmf]v
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 de D’.

2) L’équation du plan P contenant D et parallèle à D’. Celle du plan P’ contenant D’ et parallèle à D.

3) Les points d’intersection B et B’ de la droite 
[image: image51.wmf]D

¢¢

 rencontrant D et D’ et dirigée par 
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 avec D et D’.

4) Les expressions analytiques de la symétrie s de base 
[image: image53.wmf]D
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 et de direction P.

Réponse : 
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5)  Les points d’intersection C et C’ de la droite 
[image: image55.wmf]D
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 rencontrant D et D’ et passant par 
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Réponse : 
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6) Un système d’équations paramétriques de 
[image: image59.wmf]()
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V) Formules donnant les racines carrées et l’argument d'un complexe non-(réel négatif) (sur 16).

Soit z un nombre complexe et posons 
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z

u

+

=

.

1) Résoudre 
[image: image61.wmf]0
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 ; en déduire l'ensemble D des complexes z tels que u soit non nul.

2) Soit z un élément de D et
[image: image62.wmf]q

 l'argument de z appartenant à 
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 ; montrer (par un calcul) que 
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3) En déduire que les deux racines carrées de z sont 
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4) Montrer que 
[image: image66.wmf](
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 ; vérifier que 
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 et en déduire que les deux racines carrées de z peuvent aussi se mettre sous la forme 
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 ; calculer par cette méthode les racines carrées de 
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5) Montrer que 
[image: image70.wmf](
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; en déduire une expression de
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 en fonction des parties réelle et imaginaire x et y de z. Ecrire par exemple 
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